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ABSTRAKT
Vysokorychlostní vodní paprsek má nezastupitelné místo mezi nekonvenčními 
technologiemi  obrábění  materiálu.  Ovšem jeho prosazování  brzdí  především jeho 
velmi vysoká pořizovací cena a rovněž vysoké náklady na jeho provozování. Určitou 
možnost představují vysokorychlostní pulzní paprsky, které při srovnatelném výkonu 
nekladou tak velké nároky na zařízení pro generování tlaku. Zřejmě nejefektivnější 
metodou  generování  pulzujících  vodních  paprsků  je  ultrazvuková  modulace.  Tato 
práce  by  mohla  být  příspěvkem  k  pochopení  šíření  tlakových  pulzů  mezi 
ultrazvukovým generátorem a  výstupní  tryskou.  Pulzace  jsou řešeny numerickým 
výpočtem pomocí přenosových matic.
Klíčová  slova:  vodní  paprsek,  tlakové  pulzace,  přenosová  matice,  vlnovod, 
modelování, kmity
ABSTRACT
High  speed  water  jets  have  un-substitutable  place  in  unconventional 
technologies  in  the  machining  of  materials.  Indeed its  larger  spreading  is  limited 
above all  by its  really high purchase price  and also  high  costs of  the  operation. 
Certain possibility is represented by high-speed pulsating jets, which don’t put such a 
high pretension on arrangement of generating the pressure during the comparable 
operation. Probably the most effective method of the generating of pulsating water 
jets is ultrasonic modulation. This work could benefit to understanding spreading of 
pressure  impulses  between  ultrasonic  generator  and  output  nozzle.  Pulsating  is 
solved by the numerical calculation using transfer matrix method.
Key  words:  water  jet,  pressure  pulses,  transfer  matrix,  waveguide,  modeling, 
oscillations
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Symbol Rozměr Popis
 , , konstanty
ij [ 1 ] Kroneckerův tenzor
 ;0 ;1 [ 1 ] poměrná deformace
 ; 0 ; 1 [ 1 ] Laplaceův obraz poměrné deformace
 [ Pa·s ] dynamická viskozita kapaliny
 [ 1 ] Ludolfovo číslo
 [ kg·m-3 ] hustota kapaliny
 [ Hz ] úhlová frekvence
t [ kg·m
-3 ] hustota trubice
 [ Pa ] napětí v trubici
 [ Pa ] Laplaceův obraz napětí v trubici
L [ Pa ] Laplaceův obraz tlaku
 [ m2·s-1 ] kinematická viskozita kapaliny
 [ m2·s-1 ] druhá kinematická viskozita kapaliny
 [ Pa·s ] druhá dynamická viskozita kapaliny
 [ rad ] úhel
s [ s-1 ] Laplaceův obraz paměti ztrátového součinitele
 t  [ 1 ] paměťová funkce ztrátového součinitele pro 
nestacionární průtok
 [ m ] tloušťka stěny trubice
 ij [ Pa ] nevratný tenzor napětí vyjadřující vliv viskózních sil
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 ij [ Pa ] nevratný tenzor ve frekvenční oblasti
ij [ 1 ] vratný tenzor napětí vyjadřující vliv tlakových sil
ij [ 1 ] tenzor napětí
 [ rad ] úhel
 [ s ] Laplaceův obraz času
b1 [ Pa·s ] tlumení – materiálová konstanta trubice
c [ m·s-1 ] vektor rychlosti kapaliny
cr; cυ; cφ [ m·s-1 ] rychlosti kapaliny ve sférickém souřadném systému
c [ m·s-1 ] Laplaceův obraz rychlosti kapaliny
cr [ m·s-1 ] střední rychlost ve sférickém souřadném systému
wr [ m·s-1 ] Laplaceův obraz střední rychlosti kapaliny ve 
sférickém souřadném systému
c1 [ m·s-1 ] rychlost kapaliny uvnitř trysky
c2 [ m·s-1 ] rychlost kapaliny vystupující z trysky
cijω [ 1 ] tenzor rychlosti defomace
ckkω [ 1 ] divergence udávající zřídlovost rychlostního pole
f [ Hz ] frekvence
g [ m·s-2 ] tíhové zrychlení
g,h funkce
i [ 1 ] imaginární jednotka
i, j [ 1 ] indexy nabývající hodnot 1, 2, 3
k [ Pa·s ] konstanta
m [ kg ] hmotnost
Δm [ kg ] změna hmotnosti kapaliny
n [ 1 ] jednotkový vektor vnější normály kapaliny
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n1; n2; n3 [ 1 ] jednotkové vektory normály
p [ Pa ] statický tlak
p1 [ Pa ] tlak uvnitř trubice
p2 [ Pa ] atmosferický tlak
pi [ Pa ] impaktní tlak
ps [ Pa ] stagnační tlak
q [ m3·s-1 ] Laplaceův obraz průtoku
s [ 1 ] parametr Laplaceovy transformace
t [ s ] čas
u [ 1 ] stavový vektor
v [ m·s-1 ] komplexní rychlost zvuku
v0 [ m·s-1 ] rychlost zvuku v kapalině
wr [ m·s-1 ] Laplaceův obraz rychlosti kapaliny ve sférickém 
souřadném systému
x [ m ] poloha
A; B; C [ 1 ] substituce
D1 [ m ] výstupní průměr trubice
D2 [ m ] vstupní průměr trubice
E1,E0 [ Pa ] Modul pružnosti oceli
FS [ N ] setrvačná síla od hmotnosti
Fp [ N ] síla od vnitřního přetlaku v trubici
Fσ [ N ] síla od napětí v trubici
G0; H0 [ 1 ] integrační konstanty
J [ 1 ] Besselova funkce
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K [ Pa ] modul pružnosti kapaliny
L [ m ] délka trubice
Q [ m3·s-1 ] průtok
Q1 [ m3·s-1 ] průtok na počátku trubice
Q2 [ m3·s-1 ] průtok na konci trubice
R [ m ] poloměr trubice
R1 [ Pa·s·m-3 ] odpor na vstupu do matematického modelu trubice
R2 [ Pa·s·m-3 ] odpor na výstupu z matematického modelu trubice
S [ m2 ] plocha (průřez)
S1; S2; P [ m2 ] plochy zvoleného elementu kapaliny
U matice
UT stavový vektor
V [ m3 ] objem
Y [ 1 ] Besselova funkce
Z(r) tlaková funkce po délce
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1. Úvod
Použití  vody  k  dělení  či  obrábění  materiálu  je  často  velmi  výhodná 
nekonvenční  technologie  založená  na  mechanicko-fyzikálních  principech. 
Charakteristický proces odebírání částic materiálu následkem dopadu kapalinového 
paprsku  o  vysoké  energii  koncentrované  na  velmi  malou  plošku  se  nazývá 
microchipping a jeho velkou výhodou je univerzálnost. Jediný nástroj je použitelný 
pro obrovské spektrum materiálů a pro aplikace jako jsou řezání, vrtání, soustružení, 
frézování, čištění, odstraňování okují či rzi, sanování, leštění, zpevňování povrchu, 
atd.  Bezesporu  jedna  z  největších  výhod  obrábění  vodním paprskem je  fakt,  že 
oblast  v  místě  úběru materiálu  není  tepelně ovlivněna,  takže nevznikají  zbytková 
pnutí a struktura materiálu zůstává zachována [10].
Jedním  ze  způsobů,  jak  zvýšit  účinek  vodního  paprsku  je  využití  principu 
vodního rázu, opakovaně působícího na materiál. Pokud bychom napsali Bernoulliho 
rovnici pro body 1 a 2 na Obr. 1.2, zanedbali veškeré ztráty a uvažovali pouze tlak p1 
(atmosferický tlak p2 je vůči p1 zanedbatelný), dostali bychom
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Obr. 1.1: Ukázka řezání sendvičového materiálu 
[http://www.iqsdirectory.com/water-jet-cutting/]
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p1

=
c2
2
2
. (1.1)
 Vyjádříme-li  z  rovnice  (1.1) tlak  p1,  získáme  vztah  pro  přibližný  výpočet  tzv. 
stagnačního tlaku (ps), což je vpodstatě statická tlaková odezva v místě působení 
paprsku
p1=ps=

2⋅c2
2 . (1.2)
Pokud  budeme  uvažovat  hustotu  vody  přibližně  ρ=1000  kg/m3,  mohli  bychom 
stagnační tlak (1.2) vyjádřit velmi zjednodušeným vztahem
ps=500⋅c2
2 . (1.3)
V  Obr.  1.3 je  naznačen  charakter  působení  kontinuálního  vodního  paprsku.  Po 
úvodním impulsu poklesne tlak na hodnotu tlaku stagnačního.
Úvodní impuls, nebo také tzv. impaktní tlak, by se dal považovat za účinek vodního 
rázu. Napišme si tedy Žukovského vztah pro ráz (1.4):
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stagnačního tlaku Obr. 1.3: Kontinuální vodní paprsek [3]
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 p=p i=⋅c2⋅v0 . (1.4)
Uvažujeme-li  hustotu  vody  opět  ρ =  1000  kg/m3 a  rychlost  zvuku  ve  vodě  asi  
v0=1500 m/s, pak můžeme přepsat vztah (1.4):
pi=1,5⋅10
6⋅c2 . (1.5)
Pokud nyní porovnáme vztahy (1.3) a (1.5), získáme zesílení impaktního tlaku oproti 
stagnačnímu
pi
ps
=3000
c2
. (1.6)
Uveďme si  příklad: Pokud bychom generovali  tlak 50 MPa, u kontinuálního 
paprsku by kapalina opouštěla trysku rychlostí  (ze vztahu  (1.3))  c2=245 m/s a na 
rozpojovaný povrch působila tlakem ps=80 MPa. Ovšem v počátečním okamžiku, kdy 
čelo  sloupce  kapaliny  poprvé  narazí  na  povrch  (rychlostí  v2),  se  projeví  účinek 
vodního rázu a tlak krátkodobě vzroste na  pi=367,5 MPa (podle  (1.5)). To je oproti 
tlaku 80 MPa více než 4-násobná hodnota. Nabízí se tedy myšlenka opakovat tyto 
pulzy. Rozpojovaný materiál by byl vystaven střídavému namáhání s daleko vyšším 
účinkem oproti  kontinuálnímu paprsku se  stejnými  parametry.  Jako nejvýhodnější 
způsob generování pulzujících vodních paprsků se jeví ultrazvuková modulace.
Modulovaný  paprsek  vychází  z  trysky  jako  kontinuální  proud  kapaliny  
s proměnnou axiální rychlostí (cyklicky modulovanou v čase). Tyto variace rychlosti 
pak mají za následek, že rychlejší a pomalejší části  každého cyklu mají tendenci 
spojovat se a vytvářet tak v paprsku shluky kapaliny. Paprsek se tak stává řadou za 
sebou jdoucích shluků, které se v určité vzdálenosti od trysky navzájem oddělí (tzv. 
rozpadová délka paprsku) (Obr. 1.4). Průměr těchto shluků se zvětšuje se vzrůstající 
vzdáleností  od  trysky  tak  dlouho,  dokud  není  dosaženo  stejné  axiální  rychlosti  
v každém shluku. Účinky modulovaného paprsku na rozpojovaný materiál závisí na 
vzdálenosti od  trysky (Obr. 1.5). Pokud modulovaný paprsek narazí na rozpojovaný 
materiál  ve  vzdálenosti  menší,  než  je  rozpadová  délka  paprsku,  po  odeznění 
impaktního tlaku poklesne tlak na hodnotu tlaku stagnačního. Tato hodnota se však 
periodicky  mění  díky  proměnné  rychlosti  dopadajícího  paprsku.  Dopadá-li 
modulovaný paprsek na rozpojovaný materiál ve vzdálenosti větší, než je rozpadová 
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Obr. 1.4: Zjednodušené 
schéma zařízení pro 
generování modulovaného 
paprsku
          
Obr. 1.5: Pulzní - modulovaný paprsek [3]
délka  paprsku,  zatěžovací  cyklus  se mění  v  zatěžovací  cyklus pulzního  paprsku. 
Frekvence  zatěžování  odpovídá  frekvenci  modulace  paprsku.  Pulzní  paprsky  
s  frekvencí  řádově desítky tisíc  pulzů  za  sekundu významně působí  na  únavové 
porušování rozpojovaného materiálu [3]. 
Ke generování ultrazvukových vibrací, modulujících kontinuální vodní paprsek, 
se používají magnetostrikční a piezoelektrické měniče. Na rozdíl od jiných způsobů 
modulace  kontinuálních  paprsků  umožňují  ultrazvukové  měniče  měnit  frekvenci  
a amplitudu modulace paprsku [3].
Vysokotlaký systém s integrovaným akustickým generátorem pulsací je tvořen 
akustickou  komorou  válcového  průřezu,  která  přechází  v  kapalinový  vlnovod 
opatřený přívodem tlakové  kapaliny a zakončený tryskou.  V akustické  komoře  je 
umístěn  akustický  budič,  sestávající  z  piezoelektrického  měniče  a  válcového 
vlnovodu.  Tlakové  pulsace  generované  akustickým  budičem  v  akustické  komoře 
vyplněné  tlakovou  kapalinou  jsou  přenášeny  k  trysce  kapalinovým  vlnovodem.  
K efektivnímu přenosu pulsační energie od generátoru k trysce nebo soustavě trysek 
se využívá stlačitelnosti kapaliny a naladění celé akustické soustavy [4].
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2. Kapalinový vlnovod
Na  Obr. 2.1 je schematicky uveden tvar kapalinového vlnovodu. Směr toku 
kapaliny je zprava doleva. V pravé části je umístěn ultrazvukový generátor a přívod 
tlakové kapaliny. V levé části výstupní tryska o průměru 1,07 mm [2]. Jedná se o tvar 
kapalinového  vlnovodu  reálného  experimentálního  zařízení,  pro  generování 
modulovaného  pulzujícího  vodního  paprsku,  které  je  patentem  Ústavu  geoniky 
Akademie věd České republiky v Ostravě. Kapalinový vlnovod je konstruován tak, 
aby bylo možné měnit délku L8 v části vlnovodu.
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Obr. 2.2: 3D prostorový model kapaliny uvnitř vlnovodu vytvořený v CADu
Obr. 2.1: Schéma kapalinového vlnovodu (kóty jsou v mm) [2]
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Pro  zjednodušení  byl  ve  výpočtovém  modelu  akustický  budič  nahrazen 
vibrující  stěnou  akustické  komory.  Tlakové  a  následně  rychlostní  pulsace  jsou  
v  tlakové kapalině  vytvářeny přímočarým vratným pohybem této  stěny.  Směrem  
k  ústí  trysky  se  v  důsledku  postupného  zmenšování  příčného  průřezu  původně 
dominantní tlakové pulsace mění na dominantní rychlostní pulsace, které po výstupu 
kapaliny z  trysky vedou k vytváření  pulsujícího paprsku.  Vibrující  stěna akustické 
komory koná přímočarý vratný pohyb o  frekvenci 20 kHz a amplitudě 6 μm (uvedené 
hodnoty byly stanoveny měřením na reálném zařízení v laboratoři) [4].
V  systému  se  šíří  tlakové  pulzace  reálnou  kapalinou  při  nestacionárním 
turbulentním proudění v prostoru. Stěna akustického generátoru kmitá s amplitudou 
6 μm při frekvenci přibližně 20 kHz a tlakové pulzy jsou přenášeny kapalinou díky její 
stlačitelnosti a akustickému naladění soustavy. Naladění ultrazvukového budiče na 
přesnou hodnotu  frekvence 20 kHz,  jaká  by byla  z  hlediska  kritérií  stanovujících 
optimální  rozpad  kapalinového  paprsku  na  kapky  a  následné  působení  na 
rozpojovaný  materiál  (Optimální  frekvence  modulace  viz  literatura  [3]),  je 
problematické.  Stanovení  vlastností,  charakterizujících  daný  budič,  by  bylo 
předmětem dalšího zkoumání. 
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3. Odvození přenosových matic
Přenosové  matice  umožňují  hlavně  sestavit  frekvenční  rovnice  složitých 
soustav pružných těles přehlednou a zhuštěnou formou. Jejich hlavní předností však 
je vhodná formulace pro numerický výpočet počítačem. Podstata metody spočívá  
v  tom,  že  se  nalezne  lineární  závislost  mezi  silovými  a  deformačními  veličinami 
vyskytujícími se v okrajových podmínkách na okrajích úseku kmitající soustavy [9]. 
Při známém stavovém vektoru na začátku trubice lze s využitím přenosové matice 
určit stavový vektor v kterékoliv vzdálenosti x od začátku trubice. 
Pro případ výše popsaného kapalinového vlnovodu bylo  nutné odvodit  dvě 
přenosové matice: pro válcové části vlnovodu – přenosová matice 3, a pro kuželové 
části  –  přenosová  matice  135.  Označení  přenosových  matic  odpovídá  manuálu  
k programu „F-Achar"(viz [7]).
 3.1. Přenosová matice pro trubici konstantního průřezu
Přenosová  matice  pro  trubici  konstantního  průřezu popisuje  pulzace tlaku  
a průtoku v trubici o konstantním průřezu. Pro odvození této matice bude nejdříve 
potřeba odvodit rovnici kontinuity a rovnici silové rovnováhy makroskopické částice.
 a) Rovnice kontinuity 
Vyjdeme ze zákona zachování hmotnosti (3.1.1):
m=konst , (3.1.1)
kde Δm vyjadřuje změnu hmotnosti,
m=V , (3.1.2)
ρ je hustota kapaliny,
ΔV vyjadřuje změnu objemu.
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V=Sx dx , (3.1.3)
kde S(x) je průřez kapalinou v místě x.
Derivací (3.1.1) podle času získáme:
dm
dt
=0 . (3.1.4)
(3.1.4) rozepíšeme podle (3.1.2):
d V 
d t
=0 . (3.1.5)
Čitatel ve vztahu (3.1.5) je nutné derivovat jako součin dvou funkcí:
V⋅d
d t
⋅dV
dt
=0 . (3.1.6)
Na (3.1.6) aplikujeme Gauss-Ostrogradského větu:
d
dt ∫V t 
dV= d
dt
V  t =∫
V  t 
div c⋅dV=∮
SV 
c⋅n dS=Q , (3.1.7)
n  je  jednotkový  vektor  vnější  normály  ke  kapalině  (orientace  je  zřejmá  
z Obr. 3.1.1),
Q je průtok.
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Obr. 3.1.1: K odvození rovnice kontinuity
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Dosazením (3.1.7) do (3.1.6):
V d 
dt
 ∮
SV
c⋅n dS=0 . (3.1.8)
Povrch S je názorný z Obr. 3.1.1:
    S = S1 ᴜ S2 ᴜ P (3.1.9)
Rozepíšeme integrál z (3.1.7) za předpokladu (3.1.9):
∮
S
c⋅n dS=∫
S1
c⋅n1dS∫
S2
c⋅n2 dS∫
P
c⋅nPdS . (3.1.10)
Předpokládáme, že plochou S1 a S2 kapalina protéká, plocha P je neprostupná stěna 
a záleží pouze na pružnosti trubice, zda bude docházet k významným deformacím, 
pak je možno psát:
∮
S
c⋅n dS=Q2−Q1∫
P
c⋅nP dS , (3.1.11)
kde Q1 je průtok plochou S1 ,
Q2  je průtok plochou S2 .
(3.1.11) dosadíme do (3.1.8):
V d 
dt
Q2−Q1∫P c⋅nP dS=0 . (3.1.12)
Pro velmi malé hodnoty dx platí:
Q2=Q1
∂Q
∂x
⋅dx => Q2−Q1=
∂Q
∂x
⋅dx . (3.1.13)
Potom:
V⋅d
dt
⋅∂Q∂ x⋅dx∫P c⋅nP dS=0 . (3.1.14)
Vyjádření hustoty ρ prostřednictvím tlaku p:
dp
d 
=K
 , (3.1.15)
kde K je modul pružnosti kapaliny,
p je tlak.
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 K=v0 vyjadřuje rychlost zvuku v kapalině (v0≈1500 m.s-1). (3.1.16)
Rovnici (3.1.15) přepíšeme do tvaru:
dp=K

d  , (3.1.17)
a podělíme dt:
dp
dt
=K

⋅d 
dt . (3.1.18)
S přihlédnutím k (3.1.3) můžeme (3.1.14) upravit:
Sx⋅dx
v0
2 ⋅
dp
dt
⋅∂Q
∂ x
⋅dx⋅∫
P
c⋅n dS=0 . (3.1.19)
Integrací přes elementární objem trubice jsme dostali rovnici kontinuity v tomto tvaru:
Sx
v0
2
dp
dt
 ∂Q
∂x

∫
P
c⋅n dS
dx
=0 . (3.1.20)
Nyní provedeme Laplaceovu transformaci:
S
v0
2 sL
∂ q
∂ x

∫
P
c⋅n dS
dx
=0 . (3.1.21)
Integrál ∫
P
c⋅n dS lze stanovit z deformace trubice při zatížení tlakem p [7]. Reakce 
na zatížení tlakem p je napětí v trubici (Obr. 3.1.2, rozbor sil na Obr. 3.1.3).
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Trubici uvažujeme jako model standardního tělesa (Obr. 3.1.4):
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Obr. 3.1.3: Síly působící na element trubice
Obr. 3.1.4: Reologický model standardního tělesa
Obr. 3.1.2: Silová rovnováha na elementu trubice
FSI – VUT Brno Radek Veselý
Energetický ústav                                           VUT-EU-ODDI-13303-14-09
Další postup se opírá o diplomovou práci Smékala (viz literatura [6]) a o manuál  
k programu „F-Achar“ [7].
Celková poměrná deformace:
=01 . (3.1.22)
Napětí z Hookova zákona: 
=0⋅E0 . (3.1.23)
Celkové napětí:
=1⋅E11⋅b1=1⋅E1
∂1
∂ t
⋅b1 . (3.1.24)
Provedeme Laplaceovu transformaci rovnic (3.1.22), (3.1.23), (3.1.24):
= 0 1 , (3.1.25)
= 0⋅ E0 , (3.1.26)
= 1⋅E1s⋅1⋅b1 . (3.1.27)
Vyjádříme ε0 z (3.1.26) ε1 z (3.1.27) a dosadíme do rovnice (3.1.25):
= 
E1s⋅b1
 
E0
= ⋅ E0E1s⋅b1E1⋅E0E0⋅s⋅b1  . (3.1.28)
Vyjádříme  a po úpravě dostaneme:
=⋅E0⋅
E1s⋅b1
E0E1s⋅b1
. (3.1.29)
Vyjádření rychlosti v závislosti na změně poloměru trubice:
c=∂R
∂ t
=R⋅∂
∂ t . (3.1.30)
Laplaceova transformace rychlosti:
L {c}=L{R⋅∂∂ t } . (3.1.31)
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Vyjádření  :
= 
c
R⋅s . (3.1.32)
Výsledná síla FS působící na element trubice (viz Obr. 3.1.3)
FS=FPF , (3.1.33)
m⋅dR
2
d2 t
=R⋅p⋅d−⋅⋅d , (3.1.34)
kde Δ je tloušťka stěny trubice,
dφ viz Obr. 3.1.3.
Vyjádříme-li hmotnost trubice:
 t⋅⋅R⋅d⋅
dR2
d 2 t
=R⋅p⋅d−⋅⋅d . (3.1.35)
Podělením d a vyjádřením dR
2
d2 t
jako derivace podle času dokážeme:
 t⋅⋅R⋅
dc
dt
=R⋅p−⋅ . (3.1.36)
Provedeme Laplaceovu transformaci podle času:
 t⋅⋅R⋅s⋅c=R⋅L− ⋅ . (3.1.37)
Dosadíme (3.1.32) do (3.1.29):
= c
R⋅s
⋅E0⋅
E1s⋅b1
E0E1s⋅b1
(3.1.38)
a aplikujeme do rovnice (3.1.37):
 t⋅⋅R⋅s⋅c=R⋅L−
c
R⋅s
⋅E0⋅
E1s⋅b1
E0E1s⋅b1
⋅ . (3.1.39)
Z (3.1.39) vyjádříme c :
c=
R2⋅L⋅s⋅E0E1s⋅b1
t⋅R
2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅
. (3.1.40)
Odvození přenosových matic 30
FSI – VUT Brno Radek Veselý
Energetický ústav                                           VUT-EU-ODDI-13303-14-09
Výsledný vztah dosadíme do rovnice kontinuity (3.1.21):
S
v0
2⋅s⋅L⋅
∂q
∂ x
⋅
∫
P
R2⋅L⋅s⋅E0E1s⋅b1
 t⋅R
2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅
⋅n⋅dS
dx
=0
. (3.1.41)
Po integraci:
S
v0
2⋅s⋅L⋅
∂q
∂ x
⋅
R2⋅L⋅s⋅E0E1s⋅b1
t⋅R
2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅
⋅2⋅⋅R=0 . (3.1.42)
Vezměme v potaz, že plocha S=⋅R2 :
⋅∂ q
∂ x
S⋅s⋅L⋅⋅ 2⋅R⋅E0E1s⋅b1 t⋅R2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅ 1⋅v02 =0 . (3.1.43)
Výraz v závorce je možno označit jako:
1
v2
=
2⋅R⋅⋅E0E1s⋅b1
t⋅R
2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅
 1
v0
2 , (3.1.44)
kde v je komplexní rychlost zvuku, která zahrnuje i tlumení v materiálu trubice.
Uvažováním  (3.1.44) můžeme  přepsat  výraz  (3.1.43) na  výsledný  tvar  rovnice 
kontinuity (uveden též v [6] nebo [7]):
⋅v2
S
⋅∂ q
∂ x
s⋅L=0 . (3.1.45)
Rovnice kontinuity  (3.1.45) poslouží k pozdějšímu odvození přenosové matice pro 
trubici ve tvaru válce.
 b) Rovnice silové rovnováhy
Výchozí pohybová rovnice pro kapalinu (Navierova-Stokesova rovnice): 
⋅
∂ ci
∂ t
⋅
∂c i
∂ x j
⋅c j−
∂ij
∂ x j
=⋅g i . (3.1.46)
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Změny  vnějšího  prostředí  vyvolají  v  každém  bodě  kapaliny  napjatost, 
charakterizovanou  tenzorem napětí  ij .  Tento  tenzor  lze  na  základě  principu 
superpozice Boltzmanna rozložit na dvě části [8]: 
ij=ijij , kde (3.1.47)
ij=−ij⋅p charakterizuje  podíl  vratných  termodynamických  dějů.  Pro 
řešení dynamiky trysky bude vhodnější označit tento tenzor jako vratný tenzor 
napětí vyjadřující vliv tlakových sil.
 ij je nevratný tenzor napětí vyjadřující vliv viskózních sil.
Pro i=j potom platí:
∂
∂ x j
 ij=
∂
∂ x j
ijij =
∂
∂ x j
−ij⋅p ij=
∂ p
∂ x i

∂ ij
∂ x i
. (3.1.48)
Dosadíme (3.1.48) do (3.1.46) a zanedbáme vliv tíhových sil:
⋅
∂ ci
∂ t
⋅
∂c i
∂ x j
⋅c j−
∂ij
∂ x i
 ∂ p
∂ x i
=0 , (3.1.49)
kde p je tlak,
t..čas,
c..rychlost.
•
Pro nevratný tenzor napětí je možno ve frekvenční oblasti (ω) použít:
 ij=2⋅⋅c ij⋅ckk , (3.1.50)
kde η je dynamická viskozita,
c ij=
1
2
⋅ ∂ c i∂ x j ∂c j∂ x i  je tenzor rychlosti deformace, (3.1.51)
Θ je dynamická druhá viskozita, která souvisí se stlačitelností kapaliny. Druhá 
viskozita významně ovlivňuje tlakové a průtokové pulsace kapaliny, zvláště  
pak při větších frekvencích.
Platí =
k
 , kde ω je frekvence a k je konstanta. (3.1.52)
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V literatuře bývá často uváděn vztah mezi druhou viskozitou Θ a dynamickou 
viskozitou η takto:
=−2
3
⋅ . (3.1.53)
Jestliže bychom výraz (3.1.52) podělili hustotou ρ, získali bychom 
kinematickou druhou viskozitu =
k
⋅ .
(3.1.54)
ckk=
∂ ck
∂ xk
je divergence udávající zřídlovost rychlostního pole. (3.1.55)
Pokud je  kapalina nestlačitelná,  pak ckk = div  c = 0 a druhá viskozita se  
neprojevuje.
Nevratný tenzor napětí (3.1.50) přepíšeme do tvaru:
 ij=⋅ ∂c i∂x j∂ c j∂x i ⋅ij⋅∂ck∂ xk (3.1.56)
a derivujeme podle souřadnice x:
∂ ij
∂x j
=⋅
∂2 c i
∂ x j⋅∂ x j
⋅
∂2c j
∂x i⋅∂ x j
. (3.1.57)
Výraz (3.1.57) dosadíme do Navierovy-Stokesovy rovnice (3.1.49):
⋅
∂ ci
∂ t
⋅
∂c i
∂ x j
⋅c j−⋅
∂2 c i
∂ x j⋅∂ x j
−⋅
∂2 c j
∂ x i⋅∂ x j
 ∂ p
∂ x i
=0 . (3.1.58)
Uvažujeme malé rychlosti  oproti  rychlosti  zvuku, takže konvektivní zrychlení bude 
možno zanedbat: 
⋅
∂ ci
∂ t
−⋅
∂2 ci
∂ x j⋅∂ x j
−⋅
∂2 c j
∂ x i⋅∂ x j
 ∂ p
∂ x i
=0 . (3.1.59)
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Rovnici (3.1.59) integrujeme přes objem:
∂Q
∂ t
−⋅∫ ∂
2 ci
∂ x j⋅∂ x j
dS−⋅∂
2 Q
∂ x2
S⋅
∂ p
∂ x
=0 , (3.1.60)
∂Q
∂ t
−⋅∂
2 Q
∂ x2
−
2
R4
⋅∫
0
t
⋅ t−⋅Q⋅d−⋅∂
2 Q
∂x2
S⋅
∂ p
∂ x
=0 . (3.1.61)
Po úpravě:
∂Q
∂ t
−2⋅⋅∂
2 Q
∂ x2
− 
2
R4
⋅∫
0
t
⋅ t−⋅Q⋅d S⋅
∂ p
∂ x
=0 , (3.1.62)
∂Q
∂ t
−2⋅⋅ ∂
∂ x
⋅[ ∂Q∂ x ]−
2
R4
⋅∫
0
t
⋅t−⋅Q⋅dS⋅
∂ p
∂ x
=0 . (3.1.63)
Provedeme Laplaceovu transformaci podle času:
s⋅q−2⋅⋅ ∂
∂ x
⋅[ ∂ q∂ x ]−
2
R4
⋅⋅qS⋅
∂L
∂ x
=0 . (3.1.64)
Z rovnice kontinuity ve tvaru (3.1.43) vyjádříme
∂q
∂ x :
∂q
∂ x
=−
2⋅S⋅R⋅L⋅s⋅E0E1s⋅b1
t⋅R
2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅
−S

⋅ 1
v0
2⋅s⋅L . (3.1.65)
Dosadíme do (3.1.64):
s⋅q−2⋅⋅ ∂
∂ x [− 2⋅S⋅R⋅L⋅s⋅E0E1s⋅b1 t⋅R2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅−S⋅ 1v02⋅s⋅L]−
−
2
R4
⋅⋅qS⋅
∂L
∂ x
=0
.
(3.1.66)
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Provedeme derivaci výrazu v hranaté závorce z předchozí rovnice:
s⋅q−2⋅⋅[− 2⋅S⋅R⋅s⋅E0E1s⋅b1⋅R2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅⋅∂L∂x −S⋅ 1v02⋅s⋅∂L∂ x ]−
−
2
R4
⋅⋅qS⋅
∂L
∂ x
=0
(3.1.67)
a upravíme na tvar:
s⋅q−
2
R4
⋅⋅q
[S2⋅⋅s⋅S ⋅ 2⋅⋅R⋅E0E1s⋅b1 t⋅R2⋅s2⋅⋅E0E1s⋅b1E0⋅E1s⋅b1⋅ 1v02 ]⋅∂L∂ x =0
.
(3.1.68)
S ohledem na (3.1.44) můžeme přepsat rovnici (3.1.65):
s⋅q− 
2
R4
⋅⋅qS2⋅⋅s⋅S ⋅ 1v2 ⋅∂L∂ x =0 , (3.1.69)
což je výsledná pohybová rovnice, kterou dále použijeme pro odvození přenosové 
matice pro tlakové a průtokové pulzace v trubici ve tvaru válce.
 c) Odvození přenosové matice pro trubici ve tvaru válce
Uvedeno též v literatuře [6].
Vycházíme z výše uvedených odvozených rovnic:
Rovnice kontinuity (3.1.45) : ⋅v
2
S
⋅∂ q
∂ x
s⋅L=0 ,
pohybová rovnice (3.1.69) : s⋅q− 
2
R4
⋅⋅qS2⋅⋅s⋅S ⋅ 1v2 ⋅∂L∂ x =0 .
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Bude vhodné zavést následující substituce:
A=S

2⋅⋅s⋅S

⋅ 1
v2
, (3.1.70)
B=s−
2
R4
⋅ , (3.1.71)
C=⋅v
2
S
. (3.1.72)
Přepíšeme rovnice (3.1.45) a (3.1.69):
Rovnice kontinuity : C⋅
∂ q
∂ x
s⋅L=0 , (3.1.73)
pohybová rovnice : B⋅qA⋅
∂L
∂ x
=0 . (3.1.74)
Platí (odvozeno v [5]):
s=R
4
2
⋅
2⋅s⋅J1⋅R⋅i⋅ s
2⋅J1R⋅i⋅ s −R⋅i⋅ s⋅J0⋅R⋅i⋅ s 
. (3.1.75)
Dosazením (3.1.75) do (3.1.71):
B=s−
2
R4
⋅R
4
2
⋅
2⋅s⋅J1⋅R⋅i⋅ s 
2⋅J1R⋅i⋅ s−R⋅i⋅ s⋅J0⋅R⋅i⋅ s
. (3.1.76)
Po úpravě (3.1.76):
B=s⋅[1− 2⋅J1⋅R⋅i⋅ s 2⋅J1R⋅i⋅ s−R⋅i⋅ s⋅J0⋅R⋅i⋅ s ] , kde (3.1.77)
J1 a J0 jsou Besselovy funkce.
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Nyní  zapíšeme  rovnici  kontinuity  (3.1.73) a  rovnici  silové  rovnováhy  (3.1.74) do 
maticového tvaru:
[ 0 sB 0]⋅[ qL][C 00 A]⋅ ∂∂ x⋅[ qL]=[00] a (3.1.78)
vyjádříme neznámé:
∂
∂ x
⋅[ qL]=−[C 00 A]
−1
⋅[ 0 sB 0]⋅[ qL] . (3.1.79)
Výpočet inverzní matice z (3.1.79):
∂
∂ x
⋅[ qL]=− 1A⋅C [A 00 C]⋅[ 0 sB 0]⋅[ qL] . (3.1.80)
Po roznásobení:
∂
∂ x
⋅[ qL]=−[ 0 sCBA 0 ]⋅[ qL] . (3.1.81)
Zavedeme matici U a stavový vektor u: 
U=[ 0 sCBA 0 ] , (3.1.82)
u=[ qL] . (3.1.83)
Vztah (3.1.81) můžeme s ohledem na (3.1.82) a (3.1.83) psát:
∂
∂ x
u=−U⋅u (3.1.84)
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Provedeme Laplaceovu transformaci:
⋅uU⋅u=u 0,s  (3.1.85)
E⋅⋅U ⋅u=u0,s (3.1.86)
Vyjádříme vektor u :
u=E⋅⋅U −1⋅u 0, s . (3.1.87)
Provedeme zpětnou Laplaceovu transformaci:
u x , s=L−1{E⋅U −1}⋅u0, s . (3.1.88)
(3.1.88) zapíšeme v maticovém tvaru:
u x , s=L−1{[1 00 1]⋅[ 0 sCBA 0 ]
−1
}⋅u 0,s  . (3.1.89)
Další úpravou dostaneme:
u x , s=L−1{[  sCBA  ]
−1
}⋅u 0,s . (3.1.90)
Inverzní matice:
u x , s=L−1{ 12− B⋅sA⋅C⋅[  −
s
C
− B
A
 ]
−1
}⋅u 0,s  . (3.1.91)
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Zavedeme konstanty: 
= s
C , (3.1.92)
= B
A , (3.1.93)
2=⋅= B⋅s
A⋅C . (3.1.94)
Rovnici (3.1.91) s ohledem na konstanty (3.1.92), (3.1.93) a (3.1.94) přepíšeme jako:
u x , s=L−1{ 12−2⋅[  −−  ]
−1}⋅u0, s . (3.1.95)
Po úpravě (3.1.95):
u x , s=L−1{[ 2−2 −2−2−2−2 2−2 ]
−1
}⋅u 0, s . (3.1.96)
Provedeme zpětnou Laplaceovu transformaci pomocí rozvoje přes rezidua s využitím 
nulových bodů v nekonečné řadě:
L−1{f g}=∑k=1
m f k
g 'k
⋅ek⋅x . (3.1.97)
Zpětná Laplaceova transformace jednotlivých členů v rovnici (3.1.96):
L−1{ 2−2}= 2⋅⋅e⋅x −2⋅−⋅e−⋅x= e
⋅xe−⋅x
2
=cosh ⋅x  , (3.1.98)
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L−1{ −2−2}=−⋅L−1{ 12−2}=−⋅[ 12⋅⋅e⋅x 12⋅−⋅e−⋅x]=
=−

⋅e
⋅xe−⋅x
2
=−

⋅sinh⋅x
, (3.1.99)
L−1{ −2−2}=−⋅L−1{ 12−2}=−⋅[ 12⋅⋅e⋅x 12⋅−⋅e−⋅x]=
=−

⋅e
⋅xe−⋅x
2
=−

⋅sinh ⋅x
. (3.1.100)
Členy  (3.1.98),  (3.1.99),  (3.1.100) po  Laplaceově  transformaci  dosaďme  zpět  do 
(3.1.96):
u x , s={[ cosh ⋅x −⋅sinh ⋅x −⋅sinh ⋅x  cosh ⋅x ]}⋅u0, s . (3.1.101)
Přenosová matice má tvar (možno dohledat též v [6], [7]: 
P x , s=[ cosh ⋅x −⋅sinh ⋅x −⋅sinh ⋅x  cosh ⋅x ] . (3.1.102)
Při  výpočtu  vynuceného  kmitání  v  hydraulickém  modelu  je  nutno  nejdříve 
provést výpočet stavového vektoru na počátku každého pole. Tento vektor popisuje 
průtok a tlak. Matice neznámých veličin při výpočtu větveného obvodu je stanovena 
následovně. Je počítán Laplaceův obraz tlaku v každém uzlu obvodu a Laplaceův 
obraz průtoku na počátku každého pole (řešená matice má tedy rozměr počet uzlů 
+  počet  trubic).  Pro  řešení  těchto  neznámých  máme  dva  typy  rovnic.  První  je 
okrajová podmínka v každém uzlu systému (např. průtoková podmínka přítok a odtok 
z uzlu je rovna nule, nebo hodnotě buzení v tomto uzlu; tlaková podmínka, hodnota 
tlaku je v uzlu konstantní, nebo má hodnotu tlakového buzení, případně vztah mezi 
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Laplaceovým obrazem průtoku a tlaku), druhá rovnice počítá Laplaceův obraz tlaku 
na konci každého úseku potrubí a porovnává z Laplaceovým obrazem tlaku v uzlu, 
kam toto pole ústí. Pomocí těchto dvou podmínek dostáváme úplnou soustavu rovnic 
pro  řešení  dříve  uvedených  neznámých.  Tuto  soustavu  lze  sestavit  do  matice  
a pomocí Gaussovy eliminace řešit. Jedná se o řešení soustavy lineárních rovnic  
v komplexních číslech [7].
Matice  (3.1.102) tedy vyjadřuje přenos mezi stavovým vektorem na počátku 
trubice a stavovým vektorem v x-ové ose trubice. Dosadíme-li  za x délku trubice, 
obdržíme přenos trubice u x , s=P x , s respektive u L ,s =PL ,s⋅u 0,s [6].
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 3.2. Přenosová matice pro trubici ve tvaru kužele
S  maticí  se  lze  setkat  též  v  manuálu  k  programu  „F-Achar“  [7],  kde  je 
označena jako přenosová matice 135. 
Odvození přenosové matice pro trubici ve tvaru kužele způsobem, jakým je 
odvozena v literatuře [1], je záležitost nad rámec možností studenta magisterského 
studia a neobjevuje se tedy v hlavní části diplomové práce. Nastínění odvození je 
uvedeno v příloze A. Zde bude uveden pouze výsledný použitelný tvar.
Přenosová matice má tvar:
(3.2.1)
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P= 1
⋅r∥ [J1/2 , r ⋅Y1 /2, r 0−J1/ 2 , r0⋅Y 1/2, r ] 2[−J1 /2 , r Y1 /2⋅
∂Y1 /2, r 0
∂ r

Y1 /2 r ⋅J1 /2⋅
∂ J  r0
∂ r
]
J1/2 , r ⋅Y1/2, r0−Y1 / 2 , r ⋅J1/ 2, r0 ⋅[−J1 /2, r Y 1/2⋅∂Y 1/2, r0∂ r Y1 /2, r ⋅J1/2⋅∂J , r 0∂ r ]∥
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4. Matematický model kapalinového vlnovodu
Tlakové a průtokové pulsace byly počítány pomocí výpočetního programu “F-A 
char”,  který  využívá  metodiky přenosových matic.  Použité  přenosové matice jsou 
uvedeny  v  předchozích  kapitolách.  Za  pomoci  programu  byl  proveden  výpočet 
frekvenční a amplitudové charakteristicky tlakových a průtokových pulsací a výsledky 
vyneseny do grafů.
Matematický model se skládá z uzlů a trubic. Trubice mohou být konstantního 
průřezu nebo kuželové.  V  uzlu  1  je  zadána tlaková okrajová podmínka,  která  je 
modelována  lineárním  odporem,  a  v  uzlu  9  (akustický  generátor)  podmínka 
průtokového buzení v ostatních uzlech průtoková podmínka „rovnice kontinuity“ [2].
Výše zmíněná podmínka průtokového buzení je zadána v tomto tvaru:
Q=Vb⋅i e
i t , (4.1)
kde Vb je objem vzniklý plochou kmitající stěny a amplitudou kmitů této stěny.
Matematický model kapalinového vlnovodu 43
Obr. 4.1:  Schéma matematického modelu kapalinového vlnovodu
Obr. 4.2: Detail části matematického modelu kapalinového vlnovodu
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Na  Obr.  4.1 jsou  znázorněny  jednotlivé  uzly  a  trubice  tak,  jak  tvoří 
matematický model kapalinového vlnovodu.
Na  Obr.  4.2 je  zobrazen  detail  části  matematického  modelu  kapalinového 
vlnovodu. Jde o část s tryskou (trubice 1 mezi uzly 1 a 2) a další části kapalinového 
vlnovodu. Pro lepší pochopení matematického modelu by měl posloužit Obr. 4.3, kde 
jsou označeny čísla uzlů a trubic na reálném kapalinovém vlnovodu.
V  Tab.  4.1 jsou  uvedeny  vstupní  parametry  matematického  modelu.  
V jednotlivých sloupcích  jsou uvedeny:
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Tab. 4.1:  Vstupní hodnoty matematického modelu.[2]
Trubice Matice
mm mm mm
8 3 40 40,00 1500 1000 5 0 0
7 135 28 40,00 22,0 1500 1000 5 0 0
6 135 11 28,00 75,0 1500 1000 5 0 0
5 3 11 11,00 24,0 1500 1000 5 0 0
4 135 6,35 11,00 4,0 1500 1000 5 0 0
3 3 6,35 6,35 7,0 1500 1000 5 0 0
2 135 1,07 6,35 17,5 1500 1000 5 0 0
1 3 1,07 1,07 3,0 1500 1000 5 3,12E+11 0
D1 D2 L c0 ρ ξ R1 R2
m/s kg/m3 m2/s Pa.s/m3 Pa.s/m3
L
8
Obr. 4.3: Označení trubic a uzlů na kapalinovém vlnovodu
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TRUBICE - index trubice,
MATICE - označení použité přenosové matice (matice 3 viz  (3.1.102) - pro 
válcovou trubici; matice 135 (45) - pro trubici ve tvaru kužele),
D1 - výstupní průměr trubice,
D2 - vstupní průměr trubice,
L - délka trubice,
v0 - rychlost zvuku v kapalině,
ρ - hustota kapaliny,
ξ - kinematická druhá viskozita kapaliny,
R1 – nelineární odpor na výstupu z trubice (odpor závisí na tlaku v systému 
a představuje výtokovou ztrátu přes trysku),
R2 - odpor na vstupu do trubice.
V celém systému jsou nastaveny jako výchozí tyto hodnoty pro vodu:
i. hustota vody: ρ = 1000 kg/m3,
ii. rychlost zvuku v kapalině: v0 = 1500 m/s,
iii. první kinematická viskozita: =1⋅10−6 m2/s,
iv. druhá  kinematická  viskozita:  ξ  =  5  m2/s  pro  1  kHz  (přepočet  
 podle (3.1.54)),
v. tlak: p = 40 MPa.
Modrá šipka vedle  Tab.  4.1 naznačuje tok kapaliny přes jednotlivé  trubice. 
Délka  trubice  8  je  zadána  v  tabulce  proměnnou  L8. Optimalizace  kapalinového 
vlnovodu se týká právě tohoto parametru. Budeme tedy měnit délku L8 tak, abychom 
získali maximální amplitudy tlaku těsně před výstupem z kapalinového vlnovodu.
Pro  zjednodušení  výpočtu  byl  vytvořen  algoritmus,  který  automaticky 
nastavoval  měněné  délky  L8 trubice  8  a  také  frekvence  akustického  budiče. 
Frekvence buzení byly měněny v převážné většině výpočtů od 19 kHz do 20,1 kHz. 
Algoritmus, jak je vidět v Tab. 4.2, byl uložen do souboru s příponou „bat“.
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Sloupec 1 – příkaz pro vyvolání spuštění programu „F-Achar“.
Sloupec 2 – načtení souboru s nastaveným matematickým modelem trysky.
Sloupec 3 – říká, kterou část trysky budeme měnit (v našem případě jde o 
trubici 8 – viz Obr. 4.3).
Sloupec 4 – nastavení délky trubice 8 na požadovanou délku.
Sloupec 5 – „fa“ vyvolá v programu modul pro výpočet frekvenční a 
amplitudové charakteristiky.
Sloupec 6 – zde se nastaví počáteční frekvence modulace v radiánech (v 
našem případě 119 380,5208 [rad/s] odpovídá frekvenci 19 000 
[Hz].
Sloupec 7 – velikost přírůstku frekvence v každém kroku (314,1593 [rad/s] 
odpovídá 50 [Hz]).
Sloupec 8 – počet přírůstků; tedy kolikrát se přičte přírůstek ve sloupci 7 k 
frekvenci ve sloupci 6.
Sloupec 9 – příkaz pro vykreslení frekvenční a amplitudové charakteristiky 
„wfa“.
Sloupec 10 – index trubice, ve které provádíme výpočet.
Sloupec 11 – vzdálenost od počátku trubice (v případě algoritmu z Tab. 4.2 jde 
přímo o uzel mezi trubicemi 1 a 2).
Sloupec 12 - „report“ vytvoří textový soubor s vypočtenými hodnotami.
Sloupec 13 - „end“ ukončí program „F-Achar“.
Textový soubor s výsledky výpočtů je umístěn v příloze B (pouze ukázka). 
Soubor  byl  zpracován  v  Excelu.  Data  jsou  seřazena  pomocí  funkce  Offset  do 
přehledné tabulky (ukázka viz  Tab. 4.3). Sloupce 0,062; 0,064; … ;0,09 představují 
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Tab. 4.2: Algoritmus pro výpočet frekvenční a amplitudové charakteristiky
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
facharp.exe model.tt1 pipe 8 l 0,062 fa 119380,5208 314,1593 22 wfa 2 0 report end
facharp.exe model.tt1 pipe 8 l 0,063 fa 119380,5208 314,1593 22 wfa 2 0 report end
facharp.exe model.tt1 pipe 8 l 0,064 fa 119380,5208 314,1593 22 wfa 2 0 report end
… … … … … … … … … … … … …
facharp.exe model.tt1 pipe 8 l 0,089 fa 119380,5208 314,1593 22 wfa 2 0 report end
facharp.exe model.tt1 pipe 8 l 0,09 fa 119380,5208 314,1593 22 wfa 2 0 report end
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hodnoty  tlaků  v  místě  uzlu  2  (viz  Obr.  4.3)  pro  jednotlivé  délky  L8.  trubice  8 
odpovídající frekvencím v levém sloupci.
Byly vyhodnoceny závislosti absolutní hodnoty tlaku v místě uzlu 2 na budící 
frekvenci pro jednotlivé délky L8 trubice 8 a vykresleny do grafu viz  Obr. 4.4. Délka 
byla měněna od počáteční hodnoty L8= 62 mm do L8= 90 mm při kroku ΔL = 1 mm. 
Vzhledem  k  tomu,  že  akustický  budič  má  po  spuštění  tendence  se  samovolně 
přeladit,  je  nutné  volit  širší  rozsah  budících  frekvencí,  aby  bylo  pokryto  více 
možností. 
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Tab. 4.3: Seřazení vypočtených dat do přehledné tabulky
frekvence / délka 0,062 0,064 … 0,088 0,09
3,0098 3,19 … 4,1021 3,5825
3,1835 3,4258 … 3,8908 3,4749
3,3961 3,7159 … 3,7439 3,4114
3,6568 4,0756 … 3,649 3,3865
3,978 4,5272 … 3,5982 3,3974
4,3775 5,1033 … 3,5871 3,443
4,8809 5,8544 … 3,6132 3,5243
5,5266 6,8615 … 3,6765 3,6437
6,3744 8,2613 … 3,7784 3,8059
7,5212 10,2969 … 3,9226 4,018
9,133 13,4174 … 4,1149 4,2901
11,5077 18,3808 … 4,3641 4,6373
19 000
19 100
19 200
19 300
19 400
19 500
19 600
19 700
19 800
19 900
20 000
20 100
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Jak  je  patrné  z  grafu,  z  hlediska  největších  tlakových  pulsací  se  jako 
nejvýhodnější jeví frekvence 20 000 Hz při délce trubice přibližně L8 = 67 mm (v grafu 
na  Obr.  4.4 modrá  křivka  zvýrazněná  kosočtverečky).  Ovšem  pokud  by  byla 
frekvence  akustického  budiče  nižší,  byla  by  amplituda  tlaku  podstatně  nižší  
a výhodnější by se jevila jiná délka L8 trubice 8.
Taktéž pro jednotlivé budící frekvence byla vynesena závislost amplitudy tlaku 
(v místě uzlu 2) na délce L8 (viz Obr. 4.5). Pro frekvenci 20 kHz bychom mohli odečíst 
hodnotu délky L8 = 67 mm (fialovou barvou s kosočtverečky).
Můžeme  tedy  usoudit,  že  amplituda  tlaku  v  místě  uzlu  2  je  funkcí  budící 
frekvence a délky L8 trubice 8.
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Obr. 4.4: Závislost amplitudy tlaku v místě uzlu 2 na frekvenci modulace pro konkrétní  
délky L8 trubice 8 
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Na  následujících  obrázcích  jsou  vykresleny  tvary  kmitu  tlaku  (červeně)  
a průtoku (modře) pro délku trubice 8 L8 = 67 mm v závislosti na různých frekvencích 
budiče.
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Obr. 4.6: Tvar kmitu tlaku a tvar kmitu průtoku pro frekvenci 19 000 kHz 
(L = 67 mm)
Obr. 4.5:Závislost amplitudy tlaku na délce L8 pro různé frekvence akustického budiče
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Obr. 4.7: Tvar kmitu tlaku a tvar kmitu průtoku pro frekvenci 19 500 kHz 
(L = 67 mm)
Obr. 4.8: Tvar kmitu tlaku a tvar kmitu průtoku pro frekvenci 20 000 kHz 
(L = 67 mm)
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Obr. 4.10: Průběh tlaku v kapalinovém vlnovodu v závislosti na fázi kmitu
Matematický model kapalinového vlnovodu 51
Obr. 4.9: Tvar kmitu tlaku a tvar kmitu průtoku pro frekvenci 21 000 kHz
 (L = 67 mm)
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Na  Obr.  4.10 je  zobrazen  postup  tlakových  vln  od  akustického  budiče,  který  je 
umístěn vpravo směrem k trysce vlevo,  v závislosti  na fázi  kmitu (tedy v různých 
časových okamžicích). Amplituda tlaku se směrem od budiče k trysce zvětšuje. 
¨
 4.1. Buzení kapaliny konstantním výkonem budiče
Doposud  jsme  kapalinu  budili  přímočarým  vratným  pohybem  stěny. 
Matematicky  byla  namodelována  situace,  kdy  systém  bude  buzený  konstantním 
výkonem budiče. Výsledkem výpočtu v programu „F-Achar“ jsou hodnoty tlakových a 
průtokových pulsací, stejně jako při hledání optimální délky L8 trubice 8 (viz Obr. 4.3). 
Výkon můžeme z elektrohydraulické analogie považovat za činný výkon střídavého 
proudu, který má zpravidla periodický průběh, a získáme ho výpočtem podle vztahu 
(4.1.1). Tento činný výkon chápejme jako výkon, který jde od zdroje do míst, kde je 
zužitkován.
P=1
2
⋅∣p∣⋅∣Q∣⋅cos ,kde (4.1.1)
i. ΙpΙ je absolutní hodnota tlaku 
ii. ΙQΙ je absolutní hodnota průtoku,
iii. =p−Q je fázový posuv mezi tlakem a průtokem
iv. cos φ je účiník, který vyjadřuje, jak velká část výkonu se přemění na užitečnou 
energii. Účiník nabývá (v absolutní hodnotě) od nuly do jedna.
Absolutní hodnoty ve vztahu (4.1.1) jsou zde proto, protože tlak a průtok počítáme 
z reálné a imaginární části průtoku a tlaku podle vztahu (4.1.2)
∣z∣=a2b2 , kde (4.1.2)
i. z představuje průtok p nebo tlak Q,
ii. a je reálná část tlaku nebo průtoku,
iii. b je imaginární část tlaku nebo průtoku.
Výstup výpočtu z programu „F-Achar“ již obsahuje spočítané absolutní hodnoty tlaku 
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a průtoku, tudíž vzorec (4.1.2) je uveden pouze pro objasnění.
Abychom docílili  buzení  kapaliny konstantním výkonem,  musíme přepočítat 
tlak na tlak při jednotkovém příkonu (P = 1 W) pomocí vztahu:
pP=1=
p
∣P∣
⋅PP=1[W ] . (4.1.3)
Výpočet tlaku při konstantním výkonu budiče byl  zaměřen na dvě zajímavá 
místa. V místě, kde válcový vlnovod předává energii kapalině (tedy v místě vibrující 
stěny - na Obr. 4.3 jde o uzel 9), a v místě, kde vlnovod navazuje na trysku (uzel 2), 
kde chceme dosáhnout maximálních výchylek tlaku.
 a) Výpočet výkonu (přeneseného do kapaliny budičem) v uzlu 9
V  grafu  na  Obr.  4.1.1 je  vynesena  závislost  výkonu  vnášeného  do  kapaliny  na 
frekvenci ultrazvukového budiče, a to v místě uzlu 9 kapalinového vlnovodu (viz Obr.
4.3).
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Obr. 4.1.1: Závislost výkonu vnášeného budičem do kapaliny v uzlu 9 na frekvenci  
buzení.
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V grafu na Obr. 4.1.2 je opět vynesena závislost tlakových amplitud na frekvencích 
pro různé délky L8 trubice 8.
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Obr. 4.1.2: Závislost amplitudy tlaku v uzlu 9 na budící frekvenci při buzení kapaliny 
konstantním výkonem pro různé délky trubice 8
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Pro  ověření  průběhu  amplitud  tlaku  v  závislosti  na  frekvenci  budiče,  jak  jsou 
vykresleny pro různé délky L8. V grafu na  Obr. 4.1.2 byla vyřešena stejná závislost 
pro větší  rozsah frekvencí (viz  Obr.  4.1.3).  Průběh tlakových amplitud se zdá být 
správný  i  pro  větší  rozsah  frekvencí.  Data  vynesená  do  grafu  na  Obr.  4.1.2 
odpovídají modře vyznačené oblasti na Obr. 4.1.3.
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Obr. 4.1.3: Závislost amplitudy tlaku na frekvenci při buzení kapaliny konstantním 
výkonem pro různé hodnoty L8 (větší rozsah frekvencí)
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 b) Výpočet výkonu (přeneseného do kapaliny budičem) v místě uzlu 2
Uzel 2 je vyznačen na Obr. 4.3.
Obr. 4.1.4:  Závislost výkonu v místě uzlu 2 (vnášeného do kapaliny budičem v místě  
uzlu 9) na frekvenci buzení
Obr. 4.1.5: Závislost amplitudy tlaku v místě uzlu 2 na frekvenci při buzení kapaliny 
konstantním výkonem
Matematický model kapalinového vlnovodu 56
19 000 19 200 19 400 19 600 19 800 20 000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
0,062
0,064
0,066
0,068
0,07
0,072
0,074
0,076
0,078
0,08
0,082
0,084
0,086
0,088
0,09
Frekvence [Hz]
V
ýk
on
 d
od
áv
an
ý 
ka
pa
lin
ě 
[W
]
18 800 19 000 19 200 19 400 19 600 19 800 20 000 20 200
1410000
1420000
1430000
1440000
1450000
1460000
1470000
1480000
1490000
1500000
0,062
0,064
0,066
0,068
0,07
0,072
0,074
0,076
0,078
0,08
0,082
0,084
0,086
0,088
0,09
Ffrekvence [Hz]A
m
pl
itu
da
 tl
ak
u 
př
i b
uz
en
í k
ap
al
in
y k
on
st
an
tn
ím
 vý
ko
ne
m
 [P
a]
FSI – VUT Brno Radek Veselý
Energetický ústav                                           VUT-EU-ODDI-13303-14-09
5. Válcový vlnovod
Válcový  vlnovod  je  část  zařízení  pro  generování  modulovaného  vodního 
paprsku. Nachází se před kapalinovým vlnovodem jak popisuje schéma na Obr. 5.1 
(válcový  vlnovod  zvýrazněn  šedou  barvou).  Jeho  funkce  spočívá  v  utěsnění 
vysokotlaké kapaliny a v přenášení vibrací od akustického budiče.
Válcový  vlnovod  je  vyroben  z  vysokopevnostního  duralu  CERTAL,  jehož 
specifikační list je uveden v příloze C.
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Obr. 5.2: 3D model válcového vlnovodu vytvořený v CADu
Obr. 5.1: Válcový vlnovod
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Zajímá nás, jak se bude chovat systém kapalinového a válcového vlnovodu 
jako  celek.  Bude  tedy  potřeba  doplnit  matematický  model  o  část  s  válcovým 
vlnovodem a provést výpočet. Šíření pulsací v válcovém vlnovodu můžeme popsat 
přenosovou maticí, podobně jako u kapalinového vlnovodu, ovšem protože program 
F-Achar počítá pouze s tlaky a průtoky, bude nutné přenosovou matici pro válcový 
vlnovod upravit tak, aby v ní vystupoval právě průtok. Dá se říct, že vlnění budeme 
budit průtokem. 
Můžeme  dokázat,  že  přenosová  matice  pro  podélné  kmitání  tyčí  bude 
odpovídat přenosové matici pro tlakové a průtokové pulzace.
Přenosová matice pro podélné kmitání tyčí (viz literatura [9]):
P x , s=[ cosh sv0⋅x v0S⋅E⋅s⋅sinh sv0⋅xS⋅E⋅sv0 ⋅sinh sv0⋅x cosh sv0⋅x ] . (5.1)
Průtok:
Q=S⋅∂ u
∂ t , kde jsme rychlost zavedly jako derivaci posunutí podle času. (5.2)
Po Laplaceově transformaci:
q=S⋅s⋅u → u=
q
S⋅s . (5.3)
Normálová síla:
=−N
S →
N=−S⋅ . (5.4)
Nyní zapíšeme vztahy (5.3) a (5.4) maticově:
[ uN]x=Px ,s⋅[ uN]x=0 . (5.5)
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Do (5.5) dosadíme (5.3) a (5.4):
[ qS⋅s−⋅S]x=[ cosh sv0⋅x v0S⋅E⋅s⋅sinh sv0⋅xS⋅E⋅sv0 ⋅sinh sv0⋅x cosh sv0⋅x ]⋅[ qS⋅s−⋅S]x=0 , (5.6)
[ qS⋅s−⋅S]x=[ cosh sv0⋅xS⋅s − v0s⋅E⋅sinh sv0⋅xE
v0
⋅sinh sv0⋅x −S⋅cosh sv0⋅x ]⋅[ q]x=0 . (5.7)
Po úpravě:
[q]x=[ cosh sv0⋅x −S⋅v0E ⋅sinh sv0⋅x− Ev0⋅S⋅sinh sv0⋅x cosh sv0⋅x ]⋅[q]x=0 . (5.8)
Pokud uvážíme rychlost zvuku v tyči jako funkci hustoty a modulu pružnosti:
v0= E → E=⋅v02 , (5.9)
lze přenos upravit do konečného tvaru:
[q]x=[ cosh sv0⋅x − S⋅c⋅sinh sv0⋅x−⋅v0S ⋅sinh  sv0⋅x cosh sv0⋅x ]⋅[q]x=0 . (5.10)
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Pak přenosová matice pro podélné kmitání tyče:
P x , s=[ cosh sv0⋅x − S⋅v0⋅sinh sv0⋅x−⋅v0S ⋅sinh sv0⋅x cosh sv0⋅x ] . (5.11)
Využijeme-li substitucí  (3.1.70),  (3.1.71) a  (3.1.72), zavedených v kapitole 3.1.a)  a 
neuvažujeme-li  viskozní  členy  a  Laplaceův  obraz  paměti  ztrátového  součinitele, 
dostaneme nové hodnoty pro substituci:
A=S

2⋅⋅s⋅S

⋅ 1
v0
2 => A=
S
 , (5.12)
B=s−
2
R4
⋅ => B=s , (5.13)
C=
⋅v0
2
S
(5.14)
Dosaďme nové hodnoty (5.12), (5.13), (5.14) do konstant (3.1.92), (3.1.93) a (3.1.94) 
zavedených v kapitole 3.1.c):
= s
C =>
= S⋅s
⋅v0
2 , (5.15)
= B
A =>
= s⋅
S , (5.16)
2=⋅= B⋅s
A⋅C =>
= s
v0
. (5.17)
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Po  dosazení  vztahů  (5.15),  (5.16),  (5.17) do  matice  pro  přenos  tlakových  a 
průtokových pulzací (3.1.102) 
P x , s=[ cosh ⋅x −⋅sinh ⋅x −⋅sinh ⋅x  cosh ⋅x ] (5.18)
dostaneme  matici  (5.11),  což  je  důkaz,  že  místo  přenosové  matice  pro  podélné 
kmitání tyčí můžeme použít matici pro tlakové a průtokové pulzace ve tvaru (5.11).
Matice (5.11) je označena číslem 0 [7] a je naprogramována v programu „F-Achar“.
Aby  se  výpočet  zjednodušil,  dovolíme  si  udělat  následující  přiblížení: 
nahradíme vlnovod jednoduchým válcem o stejné délce, jak ukazuje Obr. 5.3.
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Obr. 5.3: Zjednodušení při výpočtu
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Obr. 5.4: K pochopení matematického modelu
Obr. 5.5: Matematický model s válcovým vlnovodem
Označení je stejné jako v Tab. 4.1:
Jako výchozí tyto hodnoty pro vodu:
i. hustota vody: ρ = 1000 kg/m3,
ii. rychlost zvuku v kapalině: v0 = 1500 m/s,
iii. první kinematická viskozita: =1⋅10−6 m2/s,
iv. druhá kinematická viskozita: ξ = 5 m2/s.
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Tab. 5.1:  Vstupní hodnoty matematického modelu s kapalinovým i válcovým 
vlnovodem
Trubice Matice
mm mm mm
9 0 38 38 127 5100 2760 5 0 0
8 3 40 40,00 1500 1000 5 0 0
7 135 28 40,00 22,0 1500 1000 5 0 0
6 135 11 28,00 75,0 1500 1000 5 0 0
5 3 11 11,00 24,0 1500 1000 5 0 0
4 135 6,35 11,00 4,0 1500 1000 5 0 0
3 3 6,35 6,35 7,0 1500 1000 5 0 0
2 135 1,07 6,35 17,5 1500 1000 5 0 0
1 3 1,07 1,07 3,0 1500 1000 5 3,12E+11 0
D1 D2 L c0 ρ ξ R1 R2
m/s kg/m3 m2/s Pa.s/m3 Pa.s/m3
L
8
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Výchozí hodnoty pro válcový vlnovod (CERTAL): 
i. rychlost zvuku v CERTALU: v0 = 5100 m/s,
ii. hustota CERTALU: ρ = 2760 kg/m3,
V Tab. 5.1 je oproti Tab. 4.1 navíc jeden řádek se vstupními parametry trubice 9 (tedy 
válcového vlnovodu). Přenosová matice pro válcový vlnovod je označena číslem 0 
a jde o matici odvozenou výše (5.11). Modrá šipka vedle tabulky naznačuje jednak 
směr toku kapaliny a jednak šíření pulzací od akustického budiče.
Obr. 5.6 zobrazuje tvar kmitu tlaku a tvar kmitu průtoku soustavy válcový vlnovod – 
kapalinový  vlnovod při  frekvenci  akustického budiče  20  kHz.  Pulzace vychází  na 
tomto obrázku zprava směrem doleva. Velká amplituda tlaku (červeně), viditelná na 
obrázku v pravé části, je charakteristická pro válcový vlnovod. Tlak naroste z důvodu 
větší hustoty materiálu CERTAL. Přibližně v polovině délky válcového vlnovodu je 
maximální amplituda tlaku a logicky i uzel kmitu průtoku (tvar kmitu průtoku modře).
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Obr. 5.6: Tvar kmitu tlaku (červeně) a průtoku (modře) soustavy válcový vlnovod -  
kapalinový vlnovod (délka L8 = 67 mm, frekvence 20 kHz)
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V dalším řešení byla určována závislost délky L8 na frekvenci budiče taková, aby 
jalový  výkon byl  roven  nule.  Jednoduše  by se  dalo  říct,  že  jalový  výkon  je  část 
výkonu vnášeného budičem do systému, která se bez užitku „přelévá“ tam a zpět 
mezi zdrojem a tryskou. Jalový výkon je možné spočítat podle následujícího vztahu:
P j=
1
2
⋅∣p∣⋅∣Q∣⋅sin . (5.19)
Jalový  výkon budeme považovat  za rovný nule  v  případě,  že fáze  mezi  tlakem  
a  průtokem  bude  přibližně =± .  Jalový  výkon  budeme  počítat  na  okraji 
válcového vlnovodu, kde je připojen ultrazvukový budič (místo je označeno na Obr.
5.8 modrou šipkou). 
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Obr. 5.7: Závislost amplitudy tlaku na budící frekvenci
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Výpočet byl proveden opět programem „F-A char“. Hodnoty byly napočítány 
pro frekvence měnící se od 19000 Hz do 21000 Hz při kroku 20 Hz a délky L8 byly 
měněny v rozsahu L8=62 až 90 mm při kroku ΔL=1mm (výpočet v příloze na CD 
-soubor výpočty.ods – záložka Pj=0). Z vypočtených hodnot byl vyhodnocován fázový 
posuv φ mezi tlakem a průtokem podle následujícího vztahu:
=p−Q . (5.20)
Byly  vybrány  všechny  frekvence,  které  odpovídaly  kritériu,  zadanému  v  Excelu 
pomocí  logických  funkcí  a  lineární  interpolací  vypočtena  hodnota  frekvence 
odpovídající φ=180°. 
Tlaky vynesené na Obr. 5.9 jsou počítány pro budící frekvence odpovídající kriteriu 
φ=180° a pro různé délky L8.  Tlaky byly spočítány v místě uzlu 2 (Obr. 5.4 nebo
 Obr. 5.8 - červená šipka), tedy v místě přechodu kapalinového vlnovodu do trysky.
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Obr. 5.8: K výpočtu závislosti frekvence na délce L8 při nulovém jalovém výkonu
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Obr. 5.9: Závislosti délky L8 a amplitudy tlaku v uzlu 2 na frekvenci při nulovém jalovém 
výkonu Pj
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ZÁVĚR
Předložená diplomová práce se zabývá vysokofrekvenčním kmitáním kapaliny 
v  kapalinovém  vlnovodu  ultrazvukové  trysky  pro  řezání  materiálu  vysokotlakým 
vodním paprskem modulovaným ultrazvukem.
V úvodní části je stručně popsán princip metody dělení materiálu klasickým 
vodním paprskem a výhody použití  této nekonvenční technologie obrábění a dále 
pak odůvodněno zavedení pulzů do kapaliny za účelem zefektivnění účinku řezného 
procesu. Pomocí Bernoulliho rovnice je odvozen vztah pro tlakovou odezvu v místě 
dopadu kontinuálního vodního paprsku na povrch materiálu a podle teorie vodního 
rázu  (Žukovského  vztah  pro  totální  vodní  ráz)  je  odvozen  tzv.  impaktní  tlak  při 
dopadu  čela  sloupce  kapaliny  rovněž  na  povrch  rozpojovaného  materiálu.  Ve 
zdrojích, uvedených v seznamu použité literatury ([4], [11], zejména v [3]), jsou velmi 
podrobně popsány principy pulzních paprsků,  hlavně pak paprsků modulovaných. 
Ultrazvuková  modulace  vysokorychlostních  vodních  paprsků  představuje  zřejmě 
nejefektivnější způsob pro generování pulzů v kapalině. Pulzy kapaliny dopadající  
o  vysoké  frekvenci  na  povrch  významně  dopomáhají  narušování  a  následného 
rozpojování materiálu. 
Další část předložené diplomové práce zavádí blíže do řešené problematiky. 
Je zde popsán kapalinový vlnovod, jeho funkce a jsou nastíněny předpoklady pro 
další řešení.
V  kapitole  Odvození  přenosových  matic  je  popsán  princip  metody 
přenosových  matic,  která  umožňuje  přibližný  výpočet  vlastních  frekvencí,  ale  i 
výpočet  příslušných  tvarů  kmitů  nebo  amplitud  při  vynuceném  kmitání.  Více  o 
metodě přenosových matic je možno dohledat např. v literatuře [9].
Pro kapalinový vlnovod bylo nutné odvodit dvě přenosové matice – matici pro 
válcovou část a matici pro kuželovou část vlnovodu. Tato práce sjednocuje postupy 
odvození přenosových matic uvedené v [1],[6],[7] a [8]. Protože se jedná o proudění 
kapaliny  (vody)  o  vysokém  tlaku  a  šíření  akustických  vln  o  vysoké  frekvenci  v 
kapalině, velmi významnou roli zde hraje stlačitelnost a tedy i druhá viskozita, která 
je do všech výpočtů zahrnuta.
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Pro výpočet tvarů kmitů  a amplitud tlaků bylo  ještě potřeba převést  reálný 
kapalinový vlnovod (pozn.: Celé zařízení je patentem Ústavu geoniky Akademie věd 
ČR)  na  matematický  model  v  počítači.  Bylo  tak  učiněno  za  pomoci  programu  
„F-Achar“ (popis programu viz literatura [7]), kde byl sestaven matematický model  
z na sebe navazujících uzlů a trubic. Výsledkem výpočtů bylo stanovení optimálního 
tvaru kapalinového vlnovodu (délka L8 trubice 8) pro frekvenci přesně 20 kHz. Námi 
používaný akustický budič má ovšem tu vlastnost, že se po spuštění zařízení mírně 
přeladí. S přihlédnutím k tomuto faktu nelze tvrdit, že stanovená délka L8 = 67 mm je 
nejvýhodnější.  Z tohoto důvodu byl  výpočet proveden pro větší  rozptyl  frekvencí  
v rozmezí 19 kHz do přibližně 20,1 kHz a vypočtená data shrnuta do užitečného 
grafu.
Doposud byly výpočty založeny na tom, že pulzace vnášené do kapaliny jsou 
tvořeny  přímočarým  vratným  pohybem  stěny  válcového  vlnovodu  o  konstantní 
amplitudě 6 μm. Další řešení bylo inspirováno úvahou, jak se bude systém chovat, 
pokud budeme do kapaliny vnášet energii při konstantním výkonu budiče. Vypočtené 
závislosti jsou vyobrazeny pro místo, kde jsou pulzace vnášeny (uzel 9 viz Obr. 4.3), 
a místo, kde kapalinový vlnovod navazuje na trysku (uzel 2 viz Obr. 4.3).
Poslední  část  diplomové  práce  popisuje  soustavu  kapalinového  vlnovodu  
s válcovým vlnovodem. Přenosovou matici v tomto případě bylo potřeba odvodit jako 
přenosovou  matici  pro  tlakové  a  průtokové  pulzace,  protože  program „F-A char“ 
počítá pouze s tlaky a průtoky. Vycházelo se z přenosové matice pro podélné kmitání 
tyčí.  Opět  byl  proveden  výpočet  tlakových pulzací  na  matematickém modelu  pro 
místo  těsně  před  tryskou.  I  přes  zavedené  zjednodušení  byl  výsledek  podle 
očekávání  přibližně  shodný  s  výpočty  bez  válcového  vlnovodu.  To  znamená,  že 
válcový  vlnovod plní  funkci  přenašeče energie  od  akustického budiče,  přičemž v 
polovině  jeho  délky je  uzel  kmitu  průtoku  a  maximální  výchylka  amplitudy  tlaku. 
Obrázek na konci této kapitoly ukazuje grafickou závislost délky L8 trubice 8 (viz Obr.
5.4) a tlaku odpovídající této délce při různých frekvencích.
Vzhledem  k  problematice  celého  tématu  generování  a  šíření  pulzací  v 
systému  akustický  generátor  –  válcový  vlnovod  –  kapalinový  vlnovod  –  tryska  
a následného procesu rozpojování materiálu není možné určit závěrečné stanovisko, 
které by jasně určovalo nejoptimálnější parametry kapalinového vlnovodu. Výpočty 
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stanovené matematickým modelováním by bylo vhodné doplnit výpočty provedené 
v CFD programech a měřením z experimentů. Dále by bylo potřeba blíže prozkoumat 
vlastnosti  akustického budiče a zahrnout  je  do matematického modelu.  Přínosem 
práce k řešení dané problematiky tedy je výpočetní a grafické vyobrazení průběhu 
pulzací v kapalinovém a válcovém vlnovodu a následná optimalizace jeho funkce.
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PŘÍLOHY
Příloha A - Přenosová matice pro trubici ve tvaru kužele
S maticí se lze setkat též v manuálu k programu F-A char [7], kde je označena 
jako přenosová matice 135.
Kompletně odvozeno v literatuře [1].
Vlnová rovnice:
 ∂
2 p
∂ t 2
−2⋅

⋅ ∂
∂ t  ∂2 p∂ x i⋅∂ x i −1⋅∫0
t
⋅ t− ∂
∂ ∂2 p∂x i⋅∂ x i d −2 ∂
2 p
∂ x i⋅∂ xi =0 , (1)
p ..tlak,
t ..čas,
v ..rychlost zvuku,
      ∫
0
t
t− ∂
∂ ∂2 p∂ x i⋅∂ x i d  je tzv. konvoluční integrál. (2)
Konvoluční  integrál  vyjadřuje  vliv  druhé  viskozity.  Význam  tohoto  výrazu 
spočívá  v  tom,  že  při  známé  (změřené)  tlakové  diferenci  jsme  schopni 
vypočítat  tvar  nestacionárního  rychlostního  profilu  tekutiny  při  laminárním 
nestacionárním proudění, s libovolným průběhem nestacionarity. [5]
τ je integrační proměnná, která se mění v rozmezí 0<τ<t.
Vlnovou rovnici (1) přepíšeme do tvaru:
∂2 p
∂ t 2
−2⋅

⋅ ∂
∂ t
 p−2 p=0 . (3)
Provedeme Laplaceovu transformaci při nulových počátečních podmínkách [1]:
s2−s[2 s]−v2=0 , (4)
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kde s je parametr Laplaceovy transformace podle času,
σ vyjadřuje tlakovou funkci,
přičemž pro Laplaceovy obrazy platí: L{p(t)} = σ(s) , L{Θ} = ψ(s) = ξ(s).ρ,
Rovnici (4) upravíme:
s2−⋅[s 2s −2]=0 . (5)
Úpravou (5) dostaneme:
s2
s [2s ]2
⋅−=0 . (6)
Zavedeme:
 2=− s
2
s[2 s ]2
. (7)
Substitucí (7) do (6): 
2−=0 . (8)
Pro další postup zavedeme sférický souřadnicový systém(Obr. 1):
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Obr. 1: Sférický souřadnicový systém [1]
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Obecná definice Laplaceova diferenciálního operátoru Δf ve sférických souřadnicích:
 f= 1
r 2
⋅ ∂
∂ r r 2⋅∂ f∂ r  1r 2⋅sin⋅ ∂∂sin⋅∂ f∂  1r 2⋅sin2⋅∂
2 f
∂
. (9)
Aplikujeme definici (9) na tlakové funkce:
=∂
2
∂ r 2
2
r
⋅∂
∂ r
 1
r2
⋅cotg⋅∂
∂
1
r
⋅∂
2
∂2
 1
r2⋅sin2
⋅∂
2
∂
. (10)
Za  předpokladu  (10) je  možno  upravit  vlnovou  rovnici  (8) na  vlnovou  rovnici  ve 
sférických souřadnicích:
∂2
∂ r2
2
r
⋅∂
∂ r
 1
r2
⋅∂
2
∂2
 1
r2
⋅cotg ∂
∂
 1
r2
⋅ 1
sin2
⋅∂
2
∂2
2⋅=0  (11)
Neznámá v rovnici (11) je tlaková funkce σ. Tedy řešení rovnice (11) předpokládáme 
jako součin funkcí:
=Z r W cos (12)
σ z rovnice (12) dosadíme do (11) a po vydělení Z W Φ obdržíme:
1
Z
⋅[ r2⋅d2 Zd r 2 2r⋅dZdr 2⋅r 2⋅Z] 1W⋅[ d
2 W
d 2
 cos
sin 
⋅dW
d  ]− 1sin2⋅1⋅d
2
d2
=0 (13)
Z tvaru rovnice  (11) je zřejmé, že tlakovou funkci  σ  lze vyjádřit nekonečnou řadou 
vzhledem k φ [1]
=∑
n=1
∞
Hr , ,s[A n cos nBnsin n] (14)
Z tohoto důvodu lze psát pro n-tý partikulární integrál rovnice (13) vztah:
1
p
⋅
d2p
d2
n2=0 , odkud (15)
pn=An⋅cos nBn⋅sin n (16)
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Výrazy (13) a (15) porovnáme a dostaneme:
1
Z
⋅[ r2⋅d2 Zd r 2 2r⋅dZdr 2⋅r 2⋅Z] 1W⋅[ d
2 W
dv2
 cos
sin
⋅dW
d  ]− 1sin2⋅1⋅d
2
d2
= 1p
⋅
d2p
d2
n2
(17)
Po úpravě rovnice (17):
1
Z
⋅[ r2⋅d2 Zd r 2 2r⋅dZdr 2⋅r 2⋅Z] 1W⋅[ d
2 W
dv2
 cos
sin 
⋅dW
d 
− n
2
sin2
⋅W]=0 (18)
Ze vztahu (18) je zřejmé, že první výraz v hranaté závorce závisí na r a druhý na υ. 
Proto každý z nich musí být roven konstantě. [1]
1
Z
⋅[ r2⋅d2 Zd r 2 2r⋅dZdr 2⋅r 2⋅Z]=p2 (19)
p2= 1
W
⋅[ d2 Wd2  cossin ⋅dWd − n
2
sin2
⋅W]=0 (20)
Po úpravě (19):
r2⋅d
2 Z
d r2
2r⋅dZ
dr
2⋅r2⋅Z−p2⋅Z=0 (21)
Totéž pro (20):
d2 W
dv2

cos v
sin v
⋅
dW
dv
−
n2
sin2 v
⋅Wp2⋅W=0 (22)
Pro další řešení bylo nutné zavést modifikovanou Besselovu rovnici  a Cauchyovu 
rovnici, viz literatura [1].
Beselova rovnice – modifikovaná
d 2 y
dz 2
1
z
⋅dy
dz
k 2−m2z 2 =0 (23)
 y = y(Z) 
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 a) Pohybové (Navierovy – Stokesovy) rovnice
Ve sférickém souřadnicovém systému budou mít Navierovy-Stokesovy rovnice pro 
složky rychlosti bez uvažování konvektivních členů a s uvažováním druhé viskozity 
tvar:
∂cr
∂ t
=−1

⋅ ∂
∂ r
⋅p 2⋅∂ p∂ t ⋅[ 1r⋅∂
2r⋅cr
∂ r2

1
r 2
⋅
∂2 cr
∂2

1
r2⋅sin2
⋅
∂2 cr
∂2

cotg
r2
⋅
∂cr
∂
−
− 2
r2
⋅
∂c
∂
− 2
r2⋅sin
⋅
∂2c
∂
−
2⋅cr
r 2
−
2⋅ccotg
r2
]
(24)
∂c
∂ t
=− 1
⋅r
⋅ ∂
∂
⋅p 2⋅∂ p∂ t ⋅[ 1r⋅∂
2r⋅c
∂ r2
 1
r2
⋅
∂2c
∂2
 1
r2⋅sin2
⋅
∂2 c
∂2


cotg 
r2
⋅
∂ c
∂
−
2
r 2
cos
sin2
⋅
∂ c
∂

2
r 2
⋅
∂cr
∂
−
c
r 2⋅sin2
]
(25)
∂c
∂ t
=− 1
⋅r⋅sin
⋅ ∂
∂
⋅p 2⋅∂ p∂ t ⋅[
1
r
⋅
∂2r⋅c
∂ r 2

1
r 2
⋅
∂2 c
∂2

1
r 2⋅sin2
⋅
∂2 c
∂2

cotg
r2
⋅
∂c
∂ 
 2
r 2⋅sin
⋅
∂cr
∂

 2
r 2
cos
sin2
⋅
∂ c
∂
−
c
r 2⋅sin2
]
(26)
Příloha A - Přenosová matice pro trubici ve tvaru kužele 75
FSI – VUT Brno Radek Veselý
Energetický ústav                                           VUT-EU-ODDI-13303-14-09
 b) Rovnice kontinuity
∂cr
∂ r
1
r
⋅
∂c
∂
 1
r⋅sin
⋅
∂c
∂

2⋅cr
r

c⋅cotg
r
=0 (27)
Za předpokladu, že je tlaková funkce je rotačně symetrická a nezávisí ani na úhlu 
 , můžeme rovnici (11) zjednodušit na tvar:
∂2
∂ r2
2
r
⋅∂
∂ r
2⋅=0 (28)
Dále  předpokládejme,  že  se  při  tlakových  pulsacích  uplatní  výrazně  vliv  druhé 
viskozity. Na tomto základě lze v rovnicích (24), (25) a (25) zanedbat členy v hranaté 
závorce.
Pro (24) platí:
∂cr
∂ t
=−1⋅
∂
∂ r
⋅p 2⋅∂ p∂ t  . (29)
Provedeme  Laplaceovu  transformaci  rovnice  (29) za  předpokladu  nulových 
počátečních podmínek:
sw r=−
1

⋅ ∂
∂ r
⋅ 2⋅s , (30)
kde wr(r,s) je Laplaceovým obrazem L{cr(r,t)}.
Po úpravě (30):
wr=−
1
⋅s
⋅1 v2⋅s⋅ (31)
Dále bude vhodné zavést střední rychlost:
cr=
1
2⋅0
⋅∫
−0
0
cr d , (32)
wr=⋅
∂
∂ r , (33)
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           kde =−
1
2⋅0⋅⋅s
⋅1s⋅ 2  . (34)
Řešení rovnice (28) lze psát ve tvaru Cauchyovy rovnice (odvozeno v [1])
d2 y
dz2
2
z
⋅dy
dz
 c
z2
⋅y=0 . (35)
Tedy uvážíme-li (31) a (35), můžeme přepsat (28) takto:
= 1
 r
⋅[G0⋅J1 /2  , r H0⋅Y1/2, r  ] , (36)
což je tlaková funkce vyjádřená pomocí modifikovaných Besselových funkcí prvního 
a druhého druhu.
wr=

 r
⋅[G0⋅∂ J1/2∂ r , r H0⋅∂Y1 /2∂ r , r ] (37)
 c) Odvození přenosové matice pro trubici ve tvaru kužele
Zavedeme stavové vektory:
UT= w r , . (38)
Stavový vektor na počátku kuželové trubice:
UTr 0, s=[ wr  r0, s, r 0,s ] . (39)
Stavový vektor v místě r od počátku:
UTr , s=[ w r r , s, r ,s] . (40)
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Z rovnic (36) a (37) vyjádříme integrační G0 a H0 konstanty v závislosti na wr 0,5
a 0,5 :
∣G 0H0∣= 1⋅ r0∥Y 1/2, r 0 −⋅∂Y, r0∂ r−J1/2, r0 ⋅∂ J, r0∂ r ∥U r 0,s  , (41)
          kde = 
r0
⋅[ ∂ J1/2, r0∂ r ⋅Y1/2, r0−∂Y1/2, r0∂ r ⋅J1/2, r0] . (42)
Podle (33), (34) platí:
U r , s= 1
r∥⋅J1/2, r  ⋅Y1/2 , r J1 /2 , r  Y1 /2 , r  ∥⋅∣G0H0∣ (43)
Do (43) dosadíme (41): 
U r , s= 1
⋅r∥⋅J1 /2 , r  ⋅Y1 /2 , r J1 /2, r  Y 1/2, r  ∥⋅∥Y1/2, r0 −⋅∂Y, r0∂ r−J1/2 , r0 ⋅∂J ,r0∂ r ∥Ur 0, s (44)
Přenosová matice má tedy tvar:
(45)
Příloha A - Přenosová matice pro trubici ve tvaru kužele 78
P= 1
⋅r∥ [J1/2 , r ⋅Y1 /2, r 0−J1/ 2 , r0⋅Y 1/2, r ] 2[−J1 /2 , r Y1 /2⋅
∂Y1 /2, r 0
∂ r

Y1 /2 r ⋅J1 /2⋅
∂ J  r0
∂ r
]
J1/2 , r ⋅Y1/2, r0−Y1 / 2 , r ⋅J1/ 2, r0 ⋅[−J1 /2, r Y 1/2⋅∂Y 1/2, r0∂ r Y1 /2, r ⋅J1/2⋅∂J , r 0∂ r ]∥
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Omega[rad/s] P,re P,im abs(p) fi(p) Q,re Q,im abs(Q) fi(Q)
0 119380,521 -2482684,1033 1701588,7142 3009837,9539 2,5407 1,06E-007 -4,99E-006 4,99E-006 -1,5497
1 119694,6803 -2540735,6481 1762558,0085 3092240,0242 2,5351 7,39E-008 -5,12E-006 5,12E-006 -1,5564
2 120008,8396 -2604942,6315 1829975,8604 3183478,8775 2,5292 3,93E-008 -5,26E-006 5,26E-006 -1,5633
3 120322,9989 -2675804,5512 1904620,5487 3284434,4156 2,523 1,19E-009 -5,42E-006 5,42E-006 -1,5706
4 120637,1582 -2753896,3936 1987409,1269 3396136,0962 2,5165 -4,11E-008 -5,59E-006 5,59E-006 -1,5781
5 120951,3175 -2839879,1312 2079427,551 3519791,5307 2,5096 -8,84E-008 -5,78E-006 5,78E-006 -1,5861
6 121265,4768 -2934511,9882 2181968,9592 3656822,2746 2,5022 -1,42E-007 -5,99E-006 6,00E-006 -1,5945
7 121579,6361 -3038666,6336 2296582,7202 3808908,9121 2,4944 -2,03E-007 -6,23E-006 6,23E-006 -1,6033
8 121893,7954 -3153343,3744 2425137,8538 3978048,2711 2,486 -2,73E-007 -6,49E-006 6,50E-006 -1,6128
9 122207,9547 -3279689,2246 2569905,8412 4166626,6263 2,4769 -3,53E-007 -6,78E-006 6,79E-006 -1,6228
10 122522,114 -3419017,3308 2733669,8883 4377514,1995 2,4671 -4,47E-007 -7,11E-006 7,12E-006 -1,6337
11 122836,2733 -3572826,4701 2919870,717 4614188,3349 2,4564 -5,58E-007 -7,47E-006 7,49E-006 -1,6454
12 123150,4326 -3742817,885 3132803,4318 4880895,7234 2,4447 -6,90E-007 -7,88E-006 7,91E-006 -1,6581
13 123464,5919 -3930903,9945 3377886,753 5182868,4269 2,4317 -8,48E-007 -8,34E-006 8,38E-006 -1,6721
14 123778,7512 -4139198,4055 3662036,183 5526614,9174 2,4173 -1,04E-006 -8,86E-006 8,92E-006 -1,6876
15 124092,9105 -4369966,9445 3994188,525 5920316,9737 2,4011 -1,27E-006 -9,45E-006 9,53E-006 -1,7047
16 124407,0698 -4625500,8274 4386049,8148 6374377,6859 2,3828 -1,56E-006 -1,01E-005 1,02E-005 -1,7241
17 124721,2291 -4907836,7904 4853177,1512 6902187,3651 2,3618 -1,93E-006 -1,09E-005 1,11E-005 -1,746
18 125035,3884 -5218176,7885 5416564,3493 7521205,9104 2,3375 -2,40E-006 -1,18E-005 1,20E-005 -1,7713
19 125349,5477 -5555712,9283 6104990,3689 8254505,0455 2,3091 -3,01E-006 -1,28E-005 1,32E-005 -1,8007
20 125663,707 -5915257,3358 6958510,9021 9132970,1261 2,2753 -3,81E-006 -1,41E-005 1,46E-005 -1,8354
21 125977,8663 -6282425,899 8033593,1621 10198406,4574 2,2345 -4,90E-006 -1,55E-005 1,62E-005 -1,8773
22 126292,0256 -6623722,1559 9410321,7113 11507730,0067 2,1841 -6,40E-006 -1,71E-005 1,83E-005 -1,9286
0 119380,521 -2528731,5801 1771767,9145 3087660,1088 2,5304 5,54E-008 -5,12E-006 5,12E-006 -1,56
1 119694,6803 -2596222,0272 1842622,2443 3183649,7215 2,5244 1,95E-008 -5,27E-006 5,27E-006 -1,5671
2 120008,8396 -2670634,2987 1921167,2504 3289858,8361 2,518 -2,03E-008 -5,44E-006 5,44E-006 -1,5745
3 120322,9989 -2752592,6311 2008412,95 3407416,7298 2,5112 -6,48E-008 -5,62E-006 5,62E-006 -1,5823
4 120637,1582 -2842814,4895 2105560,0413 3537651,3832 2,5041 -1,15E-007 -5,82E-006 5,82E-006 -1,5905
5 120951,3175 -2942124,1099 2214044,4677 3682130,7938 2,4965 -1,72E-007 -6,05E-006 6,05E-006 -1,5992
6 121265,4768 -3051468,0672 2335594,8898 3842715,2971 2,4883 -2,37E-007 -6,30E-006 6,30E-006 -1,6084
7 121579,6361 -3171932,8505 2472307,5173 4021624,3569 2,4795 -3,12E-007 -6,57E-006 6,58E-006 -1,6182
8 121893,7954 -3304764,125 2626744,5505 4221522,5755 2,47 -3,99E-007 -6,88E-006 6,89E-006 -1,6287
9 122207,9547 -3451386,7624 2802065,1178 4445631,5083 2,4597 -5,02E-007 -7,23E-006 7,25E-006 -1,6401
10 122522,114 -3613423,5778 3002201,4962 4697876,5178 2,4483 -6,23E-007 -7,62E-006 7,64E-006 -1,6525
11 122836,2733 -3792708,5512 3232099,2707 4983081,7623 2,4358 -7,69E-007 -8,05E-006 8,09E-006 -1,666
12 123150,4326 -3991286,2375 3498049,0087 5307232,1126 2,422 -9,45E-007 -8,55E-006 8,60E-006 -1,6809
13 123464,5919 -4211381,3527 3808150,7639 5677829,2629 2,4064 -1,16E-006 -9,11E-006 9,18E-006 -1,6974
14 123778,7512 -4455307,7426 4172974,0794 6104382,012 2,3889 -1,42E-006 -9,75E-006 9,85E-006 -1,7159
15 124092,9105 -4725257,1901 4606509,5498 6599089,7664 2,3689 -1,76E-006 -1,05E-005 1,06E-005 -1,7369
16 124407,0698 -5022851,5248 5127560,0718 7177806,7493 2,3459 -2,18E-006 -1,13E-005 1,15E-005 -1,761
17 124721,2291 -5348226,0395 5761799,4577 7861415,5697 2,319 -2,73E-006 -1,23E-005 1,26E-005 -1,7888
18 125035,3884 -5698172,7589 6544840,2274 8677793,8666 2,2871 -3,45E-006 -1,35E-005 1,39E-005 -1,8217
19 125349,5477 -6062364,0999 7526787,2311 9664615,0726 2,2488 -4,42E-006 -1,48E-005 1,54E-005 -1,8609
20 125663,707 -6415580,5895 8778797,3233 10873222,0038 2,2019 -5,75E-006 -1,64E-005 1,73E-005 -1,9089
21 125977,8663 -6701493,1307 10401622,5674 12373510,505 2,1431 -7,63E-006 -1,82E-005 1,97E-005 -1,9686
22 126292,0256 -6798620,4095 12533098,4777 14258323,7768 2,0678 -1,03E-005 -2,02E-005 2,26E-005 -2,0449
0 119380,521 -2592180,263 1859174,3292 3189972,9939 2,5194 -1,13E-009 -5,29E-006 5,29E-006 -1,571
1 119694,6803 -2670370,1438 1942012,5564 3301861,5165 2,5128 -4,30E-008 -5,47E-006 5,47E-006 -1,5787
2 120008,8396 -2756465,5958 2034187,2075 3425787,5264 2,5058 -9,00E-008 -5,66E-006 5,66E-006 -1,5867
3 120322,9989 -2851246,8488 2137032,4735 3563217,1398 2,4984 -1,43E-007 -5,88E-006 5,88E-006 -1,5952
4 120637,1582 -2955610,5359 2252151,4313 3715887,4726 2,4905 -2,04E-007 -6,11E-006 6,12E-006 -1,6042
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